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RESENA

A veces, para resalver un problema geométrico, es util ima-
ginar las transformaciones que sufrirdn los elementos de la figura
a examinar, si algunos de sus puntos empiezan a desplazarse.
La dependencia de unos elementos en funcion de otros puede
pasar a ser evidente en este caso y la solucidn del problema
saltard a la vista.

Por lo comun, las relaciones entre las magnitudes de los
segmentos, de los angulos, etc, en las figuras geomeétricas son
mas complicadas que las existentes entre las velocidades de varia-
cion de estas magnitedes durante los procesos de deformacion de
las mismas. Por eso para fa sotucion de los problemas geométricos
puede ser util la “leoria de las velocidades™ — la cinemitica,

En este foileto se dan algunos ejemplos para demostrar como
la cinematica sc aplica a tos problemas de la gecometria elemental
y se propone cierta cantidad de problemas para ejercicios indivi-
duales. Previamente se exponen las nocioncs generales neccsarias
de cinematica (y de aigebra vectoriatl).

Et folleto cstd cscrito basindose cn las lecciones dadas en el
circulo matematico escolar adjunto a la Universidad Estatal
"A. M. Gorki* de Jarkov. Se destina para los alumnos de 9™
y 10™ grados.






INTRODUCCION

Un dia nos encontramos en un libro de matematicas serio "'
con un problema que nos parecié que habia llegado de las obras
de Conan Doyle o Stevenson. En éste se trataba de las busquedas
de un tesoro. Cierta persona se enterd de que en el lugar donde’
hay enterrado un tesoro crecen solamente tres arboles: un roble,
un pino y un abedul. Para encontrar el tesoro hay que situarse
debajo del abedul {en la fig. | éste se designa con el punto A),
volviéndose de cara a la linea recta que pasa a fravés del roble
y el pino (en la fig. 1 son los puntos R y P). En este caso
el roble ha de estar 2 la derecha y el pino, a la izquierda.
Luego es necesario dirigirse hacia el roble, contando los pasos.
Al llegar al roble se vira en dngulo recto hacia la derecha y se da
la misma cantidad de pasos que se dic entre el abedul y el roble.
En este punto es necesario detenerse y clavar un jalén {en la
fig. 1 es el punto J,}. Después hay que regresar al abedul y dirigirse
desde éste hacia el pino, contando los pasos. Al llegar al pino
se vira en angulo recto hacia izquierda y se da la misma cantidad
dé pasos que se dio entre el abedul y el pino. En este punto

g ”

FIG. 1

es preciso detenerse y clavar otro jalén (en la fig. | es el punto J,).
El tesoro estd enterrado precisamente en el ceniro entre Ios jalones
{en la fig. 1 es el punto 7).

En presencia de una instruccion tan detallada las basquedas
del tesoro no pudieron provocar dificultades. Sin embargo, éstas
a pesar de todo surgieron. Resulté que cuando ¢l buscador de tesoro

U T, Saati. Métodos matematicos de investigacion de
las operaciones, Ed. Voenizdai. 1963, ed. ¢n ruso.
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llegd al terreno indicado solo encontrd et roble vy el pino.
No habia ni sefial del abedul. Pero, con todo, encentré el tesoro.
Surge la pregunta, jcomo logrd hacerlo?

Puesto que el problema se expuso en un libro de matematicas
serio era de esperar que la causa no residiera sencillamente en la
buena suerte. En realidad, el problema tiene solucion matemaitica,
a propdsito, completamente accesible para et alumno.

De los puntos J,, J;. A y T bajemos perpendiculares a la recta
RP (véase fig. 2). Designemos sus bases con Jy, J3, A" vy T
respectivamente. Sefialemos la igualdad de pares siguientes de los

3 ]

o P TA R4
Jy
7
/3
FIG. 2

triangulos rectangulos (segun un lado y un dngulo agudo)
ARJ,J, = ARAA'; APJ,Js = APAA".

De la igualdad de los tridngulos se deduce que J,J) = RA’,
RJI} = AA" y J,J5 = PA', PJ, = AA’. Puesto que el punto T es e
centro .del segmento J,J,, resulta que TT es la linea media del
trapecio J,J1J;J3 y por eso

s e o Thoows v 1
TT' =—(J\Jy + JaJy) = = (RA + A'P) =5 RP.

Lucgo el punto T’ es el centro del segmento J\J) y. puesto
que RJ| = PJ3{=AA’), resulta que T el centro del segmento RP.
De este modo la posicion dei punto T ne dependc de la posi-
cion del punto 4. Para hallar el punto T es suficiente levantar
una perpendicular desde ¢l centro del segmemto RP y trazar

en esta perpendicular un segmento igual a —IRP, de tal modo

que el punte R resuite a la derecha y el punto P, a la izquierda.
Aungue la solucidn aducida es irreprochable, a pesar de todo
deja cicrea seasacion de insatisfaccion. La idea principal de bajar
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perpendiculares desde los pufitos J,, J5, A ¥ T hacia la recta
RP no se liga de ningin modo con el ptanteamiento del problema’y,
desde nuestro punto de vista, resulta muy artificial V', Es mucho
mas natural aclarar en cuanto depende la posicion del punto T
de la posicion del punto A o, en otras patabras, como se despla-
zara el punto T en caso de movimiento del punto 4. Esta idea
la dicta, a propdsito, la misma f{dbula del problema. Es facil
imaginar que al no encontrar el abedul el buscador de tesoro
empezara a deambular por el lugar en busca de sus restos, razo-
nando a la par: “Si el abedul estaba aqui. el tesoro tendria que
encontrarse alli y si ef abedul estaba aqui, entonces..”. En aquella
ocasion podria notar que la posicion del tesoro no depende de Ia
posicién del abedul. Al notarlo tomaria la azada, dejando las
biisquedas de la demostracion para mejor tiempo. Pero a nosotros,
a diferencia de €él, nos interesa precisamente la cuestion de cdmo,
razonando de tal modo, no sdélo notar, sino también demostrar
que la posicion del punto T (tesoro) no depende de la posicion
del punto A (abedul),

Imaginemos que el punto A empezé a desplazarse. Sea v el
vector de su velocidad instantdnea. Puesto que ¢} segmento RJ, se
obtiene a partir dei segmento RA, girando en ol dngulo g:
el punto J, se¢ desplazara en concordancia con ¢l punto A, de 1al
modo que el vector v, de su velocidad se obtendrd del vector v,

girando en el angulo g De modo analogo el vector v, de velocidad

; " ; n
del punto J, se obtendrd del v, girando en el angulo?® — B

Por eso v, = —v,. Esio significa que ¢l puato T. como centro
del segmento J,J,, tienc la velocidad
1
u=—2—{vI +v,) =0

!} Semejanies “artificios” se encuentran muy a menudo
en lus soluciones de los problemas geométricos. Esto dio motivo at conocido
matemdtico francés J. Favart para decir gque para muchas personas la
“geometria pertenece al arle de demostrar cualquier propiedad al examinar
un circulo elegido con perfidia y uniendo con sucrte los puntos separados
cuidadosamente”,

¥ Recvordemos que el dngulo de giro se considera
positivo si éste se efectia en sentido antihorario, ¥ negativo si se efectiia
en sentido horario,
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iPero si fu velocidad del punto siempre es igual a cero, entonces
este punto es inmovil! De este modo, en caso de movimiento
arbitrario del punto 4 el punto 7 permanece inmovil. Por con-
siguiente, fa posicidn del punto T no depende de la posicién del
punto A. . :

Ahoara, para hallar la posicidn del punto T es suficiente elegir
una posicion cualquiera del punto A. Es posible que lo mds

R

(A,J5)

Ji
FIG. 3

simple es hacer coincidir el punto A con el punto P y usar
construccion conocida por el buscador de tesoro (fig. 3).

Esta solucion se basa en consideraciones cinemdticas y puede
parecer dificil al alumno en virtud de su conocimiento insuficiente
sobre las propiedades de los vectores y las velocidades.

Por eso en el libro dedicado a la aplicacion del método
cinematico a los problemas geométricos tuvimos que relatar mucho
sobre los vectores y las velocidades. Estos conceptos juegan un papel
importante en una serie de partes de las matematicas y la fisica.
Por eso el conocimiento de los mismos ¢s también itil.

En los §§ [ y 2 hay muchas cosas que no se demuestran,
sino que solo se explican. Pero, dirigiéndose por los
dibujos y razonando el lector podrd por si mismo llegar sin
gran dificultad a demostraciones suficientemente completas. El lec-
tor competente puede limitarse al conocimiento superficial del
material de estos parrafos.

El parrafo 3 es el principal de este libro. Alli se examina un
mimero determinado de problemas con aplicacion del método
cinemalico y estdn enunciados los problemas para ejercicios indi-
viduaies.
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§ 1
ELEMENTOS
DE ALGEBRA VECTORIAL

M 1. Los segmentos ortentados se llaman vectores. En el dibujo
los vectores se presentan por segmentos que llevan saetas para
indicar la direccién (véase fig. 4). El origen del vector se ltama
también su punto de aplicacion. El vector _cuyo origen es 4 y cuyo
extremo es B se designa AB (jpero no BA! BA significa vector
con origen en B y extremo en A4). Con frecuencia para designar
el vector se usa una letra, por ejemplo, 4B = a. Estd admitido
imprimir esta letra en negrilla para dar a conocer de inmediato
que se trata de un vector y no de un mimero. Si un vector
estd designado, por ejemplo, mediante a, entonces su longitud se
representa por fal de modo andloge al valor absoluto de un
mimero V. Con frecuencia Ia longitud del vector también se llama

valor absoluto.
q
B
B By 5/
£
A g 7
4

A

FiG. FIG, 5

La igualdad de dos vectores no se entiende como la identidad
total, sino de modo algo mas amplio. Y precisamente dos vectores
se llaman iguales si son iguales sus longitudes y sus direcciones
coinciden. De este modo los vectores iguales son obligatoriamente
paralelos o se hallan sobre una recta (es decir son “colineales").
En la fig. 5

AB=CD, AB#PQ, AB+#EF, 4B+ GH.

" La longitud del vector AB a menudo sc designa
simplemente 4B
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De la determinacion de igualdad se deduce que en una tras-
lacion paralela ¢l vector no varia.

Para el future tiene importancia considerar el punto como un
segmento cuyo origen y extremo coinciden. Tal segmento "dege-
nerado” también se considera vector, pero no se le atribuye ninguna
direccion determinada *. Se llama vector nulo y se designa con 0.
Su longitud es igual a cero: 0] = 0.

M 2. La suma de los vectores & y b se llama vector c=a+b
que parte del origen del vector a hacia el extremo del vector b
(fig. 6) con la condicién de que el origen del vector b coincide
con el extremo del vector s {esto siempre se logra valiéndose
de la traslacion paralela del vector b),

La suma de vectores, igual que la suma de mimeros, se
somete a las leyes conmutativa y asociativa.

La ley conmutariva se expresa mediante la férmula

a+b=b+a (4}

Su validez se percibe de la fig. 7 donde los vectores a y b
estan aplicados a un punto y sirven en calidad de lados del

e ca=a+b

FIG. 6

paralelogramo. La diagonal de este paralelogramo, que va desde el
origen comun de los vectores a y b, es ijgual (como vector)
por una parte a la suma a+b y por otra, a Ja suma b+ a.

La ley asociativa se expresa mediante la formula

(a+by+ec=a+{b+c) 2)

cuya validez se percibe de ia fig. 8.

¥ Eg decir, cualquier direccion se considera como la
de este vector.
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Gracias a las leyes conmutativa y asociativa se puede, durante
la suma de vectores, igual que durante la suma de numeros,
no hacer caso al orden de los sumandos, ni a su agrupacion.
En particular, se puede escribir simplemente a + b + ¢, omitiendo
los paréntesis.

fa+h)+c = q+(b¢ ]
FIG. 8 FIG. 9

0+ 0,+0,40,

La suma de varios vectores se explica en la fig. 9, en la que los
vectores aj, 8, 43, 4, unidos sucesivamente uno a otro, forman la
linea quebrada (poligonal) “cerrada®™ por ef vector-suma a, + 4, +
+ A3 °F a4,

Es evidente que la suma de varios vectores es igual a cero si,
y solo si la linea quebrada formada por ellos esta cerrada, es decir,
el extremo del iltimo vector sumando coincide con ¢l origen del
primero (véase fig, 10).

LY} 03

Sea. por ¢jemplo,
a+b=1(

En este caso la longitud del vector b ha de ser igual a la
jongitud del vector a y su direccion es contraria a la del vector a.
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El vector b determinado de tal modo se llama opueste al vector a
y se designa con — a.
Las formulas
at+0=a at(-a)=0 (3)

que se deducen directamente de las determinaciones, juegan un papel
importante en algebra vectorial. En particular, con su ayuda se
puede investigar la operacion de resta de vectores que es inversa a
fa operacion de suma.
Ne 3. Se llama diferencia a —~b de los vectores a y b a tal
vector ¢ en cuya presencia
btc=a 4)

El método de construir la diferencia se indica en la fig. 11, a.
Al mismo tiempo la resta puede reducirse a la adicion operando

C.a_b
-h
a a
C!a‘.(‘b)
{a) (6)
FIG. 1t

de modo siguiente. Sumemos a ambos micmbros de la igualdad (4)
el vector —b:
a+{—b)=(b+c)+(—h).
De acuerdo con las leyes asociativa y conmutativa obtenemos:
at+{—b=c+[b+(-b)],
de donde en virtud de las formulas {3)
a+(—-h=c+0=¢
De este modo, )
a-b=a+(=b) (5

Esto da un método mas para consiruir la diferencia, indicado en
la fig. {1, b
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Notemos ademas las férmulas
a—0=a 0-a=-a a—a=H (6)
A propésito, puesto que segin la determinacién de la diferencia
las igualdades
a—b=¢ a=b+c

significan lo mismo, el vector puede transferirse de un miembro
de la igualdad al otro con signo opuesto.

Ne 4, Necesitaremos una desigualdad importantisima que se
llama desigualdad de tridngulo. Refiramonos a la fig. 6 (pdg. 14).
Segun el teorema geométrico conocido tiene lugar la desiguaidad

|2 + b < |a] + [b] )

Aqui el signo de igualdad se logra si, y solo si los vectores
tienen la misma direccion,

Pueden indicarse varias desigualdades mas que son analogas a
la desigualdad de tridngulo, por ejemplo,

a=b] < fal+ bl fa—b|> [af = . ®

Ne 5, Se llama producie & a del vector a por un numero real A
el veclor ¢ que se determina por las condiciones siguientes.

1} Je| = [A| |a|] ([A| es valor absoluto del mimero X);

2} ¢ es colineal 4l vector a;

3) cuando i > @ la direccion del vector ¢ coingide con la del
vector a y cuando i < O, estas direcciones son contrarias. En la

F1G. 12
. i T
[ig. 12 estan presentados los casos: h = = A= — 7 Es evidente que
a=la a+a=2a a+ata=3a,.
y
—a=(—1)a {(—aj+i—-a)=(-2)a.

(—a)+i—a)+(—a)=(—3)-a, .

2-12
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Enumeremos las leyes principales a las que se subordina la
multiplicacidn de un vector por un nimero.
1) La ley asociativa
p(ra) = (ur)a 9)
se muestra en la fig. 13, en la que estin presentados los casos:
A>0, u>0y A>0 pu<d

/// ffe

A=0, J=0 A>0,
(a) (b}

FI1G. 13

s
I o
U-_-.__
o“é

b Al
) a
Y Ab
a  Ad |
A0 A<D
(@ by
FIG. 14

2y La ley distributiva respecto al factor numeérice
Ma+by=ha+ b {10)
se muestra en la fig. 14, en la que estin presentados los casos:
A>0y <@
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3) La ley distributiva respecto al factor vectorial
(A + p)a=2%a+ pa (11)
se muestra en la fig. 15, en la que estan presentados los casos:
>0, u>0 v A>0, u<0, A+pu>0

Ademas, llamemos la atencion del lector sobre las igualdades
evidentes:
Oa=0, A.0=0 (12)

Se puede introducir también la division del vector entre un
niimero, El producto del vector a por el nimero inverso respecto

A>0, u=0 A>0, p<@, A+p>g
(a) (4]

FIG. 15

a A se llama cociente de la division del vecior a entre el mimero
A% 0
a |
o= -4, 13
F A @3

Pues, vemos que las operaciones examinadas ep cl :lgebra
vectorial se subordinan a las mismas leyes principales que las
operaciones correspondientes con los mimeros. Por eso en el dlgebra
vectorial son vdlidos todos los corolarios logicos de estas leyes,
lo que permite operar con los vectores de igual modo que con los
mimeros. Por ¢jemplo, en la expresion (A + p)(a + b) pueden abrirse los
paréntesis como de costumbre, en cuyo resultado obtenemos
’a + Ab + pa + pb (esto se deduce de las leyes distributivas).

24
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M 6. A partic de este momento consideraremos que todos
los vectores se hallan en un mismo plano ", es decir, ocupémonos
solamente de planimetria.

Sean a y b, dos vectores no colineales y ¢ un tercer vector
cualquiera. Si ¢l vector ¢ es colineal con uno de los vectores a o b,
por ejemplo, con el vector a, entonces se¢ encontrard un numero

tal A que
c=a (L4

FIG. 16

En caso general apliquemos los tres vectores a un punto O
{fig. 16) y después de esto tracemos por e] extremo C del vector
¢ las rectas paralelas a los vectores a y b. Estas intersecaran
las rectas en que se encuentran a y b en los puntos A -y B,
respectivamente,

Es evidente que

¢=04 + OB.

Pero, puesto que vectores OA y a son colineales, se encontrard
un numero tal A que

04 = ha.
De modo analogo se encontrara un nimero tal p que
OB = pb.
Por consiguiente
¢ = Aa + pb. (15)

La presentacion del vector ¢ en forma de (15) se flama
descomposicion de este vector en los vectores a y b. Cuaiquier

I* Fl lector que no conoce estercometria, por lo visto,
Jo considera as1 desde el principio. En tal caso no ha perdido nada
esencial.
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vector ¢ puede descomponerse en dos vectores no colineales a y b,
En este caso los coeficientes A y p estan determinados de modo
inico.

Notemos que la igualdad (14) se escribe en forma de (15} con
el coeficiente p = 0.

Ne 7. Sean A, B, C tres puntos que se encuentran €n una
recta. Se dice que el punto C divide el segmento 4B en la re-
lacion m:n, si?

nAC = mCB. (16)

Es evidente que cl valor absoluto de la relacién m:n es igual
a la relacion de las longitudes AC:CB. La relacion m:n es positiva
si el punto C se halla dentro del segmento AB, y negativa,
si éste se encuentra fuera del segmento {fig. 17).

f0 AN
Iy V.4
3‘—’”““’ ¢

FIG. 17 FIG. 18

Teorema. Supongamos que el punto C divide el segmento AB
en la relacién m:n y sea O el punto arbitrario del plano (fig. 18}).
Entonces

'56= nO_A-i-mﬁ
m+n

(17)
De modo inverso, si para cualquier punto O se cumple la
igualdad (17), entonces el punto C divide el segmenio en la relacion
min.
Demostracién. Qué se cumpla (16). Puesto que

AC=0C-04, CB=0B-0C,

Y m, n son nimeros reales cualesquiera, no iguales a
cero simultdneamente. Si m = 0, entonces el punto C coincide con el punto 4;
si n =0, en este caso C coincide con B.



22

entonces

nOC —~ 0A) = mOB — 0C).

Resolviendo esta ecuacién respecto a OC llegamos a (17).

De modo andlogo de (17) se obtiene (16). '

Ne 8. Como se sabe, la recta dotada de la direccion "po-
sitiva® se llama eje.

Sea I cierto eje y AB cierto vector (fig. 19). Designemos por
A, y B, las proyecciones de los puntos 4 y B sobre el ¢je /
(es decir, las bases de perpendiculares para ! trazadas desde 4 y B).
Examinemos el mimero igual a la longitud del segmento A4,B,

tomada con signo positivo, si la direccién del vector 4B, coin-
cide con la del eje I, y tomada con signo negativo en caso inverso.
Este nimero se llama proyeccidn del vector 4B sobre el eje [ y se
designa pr,4B. '

Sea ¢ el dngulo formado entre el vector a y el eje [ que se
halla entre 0 y n (fig. 20). Es evidente que

pra = [a| - cos,, (18)

En particular, si a es perpendicular a [ entonces pra = 0.
Notemos dos propiedades mds de Jas proyecciones (figs. 21, 22):
1) pr;(a + b) = pr;a + prb,
2) pria) = Apr;a (A es un numero arbitrario).
Por lo comtn estas propiedades se expresan en la forma
siguiente: "proyeccion del vector sobre un eje es una operacion
lineal con vectores™. Al aplicar sucesivamente las propiedades 1) y 2)
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se puede escribir en general:
prl(llal + lz&z i l,,a,,') =
= Apria, + A;pra; + .. + A,pra,  (19)

para cualesquier vectores a;, a,, .., 4, y cualesquier numeros
7 ey (NRIS

A proposito, la multiplicacion del vector por el nimero A
también es una operacion lineal {véanse (9), (10).

Ne 9. Un ejemplo importante mds de operacion lineal lo da lu
operacién de rotacion del vector en un angulo dado o (indife-
rentemente de que sea positivo, negativo o cero). Designemos esta
operacion por U, y su resultado de aplicacidn al vector a,
por U;a. Dec tal modo ¢l vector U,a sc obtiene del vector a.
girandolo cn el angulo o En este caso. cvidentemente.

|val=1al 2
thig. 23).
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Estd ctaro que Uga =a, es decir, la operacion U, no varia
el vector. La operacion que no varia el vector se llama operacion
idéntica.

Notemos, ademds, que

Ca=—-a Ua=a (20
Como ya hemos dicho la operacion de rotacién U, es lineal:

1) Uga + b = U,a + Ub (fig. 24),
2) U (ra) = U, a, donde X es un numero arbitrario (fig. 25}

Por consiguiente, de modo semejante a (19},
U,(?Lla, + lzaz + ..+ 3\.,,3,,) =
=AU, + 20U + .. +0Ua,. (22)

M 10. Sean S. 7 dos operaciones con vectores (por ejemplo,
S es la proyeccion del vector sobre cierto eje I y T, la rota-
cién del vector en un dngulo recto). El resultade det cumplimiento
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sucesivo de dos operaciones se llama producto de las operacioncs.
Ademads, hablando en general, tiene importancia el orden en que
se realizan las operaciones. Si en el ejemplo aducido wrriba acerca
del par de operaciones §, T se toma ¢l vector a#8 que se
encuentra en el eje [, a éste se aplica al principio T y luego §,
entonces resultard 0, pero si a a se le aplica al principio §.
en este caso se obtendra un nimero y al mimero simplemente
no se la puede aplicar la operacién T (la operacion T se aplica
sélo a los vectores).

Si al principto se cumple la operacion Ty luego la operacién S,
entonces el producto se escribe en forma de ST De este modo,
segin la determinacion

(ST)a = S(Ta) (23)

para cualquier vector a.
La fig. 26 muestra que UgzU,a = U, ga para cualquier vector a,
es decir, hablando brevemente !":

UgU, = U,y 29
De aqui se deduce que

UUg= Uy, 125)
aunque, en generai, ST # TS,

Si ST =TS, se dice que las operaciones S v 1 son perm-
tables. De tal modo, cualesquier dos rotaciones son permutables.
También cualquier rotacion es permutable con la multiplicacion por
un mimero (propiedad Ne 2 de la operacion U}

De fa formula {24) se deduce que

U ...“U= = L'ro,

es decir, U.,U,a =a para cualquier vector a,

Las propiedades de rotaciones y de otras transformaciones
geometricas pueden utilizarse con éxito para resolver los problemas
mas diversos (véase el libro de 1. M. Yaglom, Transformuciones
geométricas, I, I, Ed. Gostejizdat, 1955— 1956, ed en ruso).

U Las dos operaciones T, T, con los vectores se consi-
deran iguales si 7ya = T,a para todos los vectores a,
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§2
ELEMENTOS
DE CINEMATICA

M 1. Tomemos sobre cl plano un punto cualquier O que sera

el polo. Para un punto arbitrario M el vector r = OM (fig. 27)
se llama su radio vector respecto al poio O. El punto y su
radio vector se determinan uno al otro mutuamente. :

Si el punto se mueve describiendo cierta trayectoria (fig. 28),
entonces su radio vector varia en dependencia del tiempo; es fun-
cign del tiempo. Esto se designa del modo siguiente:

r=r(f) (tes el tiempo). {1}

Aqui la palabra “varia® no puede comprenderse al pie de la
fetra. Un caso particular importante de movimiento €s el reposo.
Si un punto se encuentra en reposo, entonces su radio vector en
todos los momentos de tiempo sera el mismo. Como funcién

del tiempo éste permanece invariable “constante™. Esto se escribe
asi:

r = const. 2}

Cuando se dice que, por ejemplo, r es funcidn de t solo
se tiene en cuenta el hecho de que para cada valor de 1 el

M M

p=lM rit)

FIG. 27 FIG. 28

vector r estd completamente determinado: si t estd fijado, entonces
r ya no puede variar,
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M 2. Examinemos cualquier intervalo de tiempo [to, ¢,]
(t, > ty) que empieza en el momento 1, y termina en ¢l momento
t,. La duracién de esie intervalo es igual a®

At =ty —1,. (3)

Si en el momento f; el radio vector del punto movil M es
igual a 1, {ro =r(ty)} ¥y en el momento ¢, aguél es igual a r;
{r; = r(t;)), entonces ct vector

Ar=r, — 1,

muestra el desplazamiento del punto M durante el intervalo de
tiempo {te. 1,] (fig. 29).

MU

FI1G. 29

Ahora queremos introducir el conceptc mds importante de
velocidad de movimiento. Al hablar en términos generales, la velo-
cidad es el desplazamiento en unidad de tiempo. Ademds, la velocidad
tiene que describir- tanto el valor absoluto de desplazamiento en
la unidad de tiempo, como la direccion de este desplazamiento.
o sea, la velocidad ha de ser el vector.

Si conocemos que durante un intervalo de tiempo [ty ;]
el punto M experimentd cl desplazamiento Ar, en cste caso, para
obtener el desplazamiento en la unidad de tiempo e¢s natural
dividir Ar entre la duracion del intervalo de tiempo. En este caso

U Ef signo A se usa para designar el incremento de
cualquier valor, es decir, para indicar en qué cantidad cambié este valor.
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se obtiene el vector que se llama velocidad media del punto durante
el intervalo dade de iiempo’

Ar
Vimed = _A_r'- (4)

Este vector esta orientado del mismo modo como el vector de
desplazamiento Ar, pero su valor absoluto es igual a la distancia
MyM,, dividida entre At, es decir, hablando en términos generales,
al trayecto recorrido por el punto en unidad de tiempo.

¢Qué es lo que queremos subrayar con las paldbras "ha-
blando en terminos generales”? El hecho consiste en que el punto
M durante el intervalo de tiempo [to, 7,] se mueve, como regla,
de manera irregular, es decir, durante partes iguales de este
intervalo de tiempo el punto recorre trayectos desiguales. Ademas,
¢ste no s¢ mueve. por lo comin, a lo largo de la recta MyM,,
SIno por Ja curva que une los mismos puntos. El vector de despla-
zamiento Ar solo caracteriza el total de este movimiento, pero
no sus etapas mtermedias. Lo mismo se refiere también al vector
de la velocidad media y esto se subraya mediante la palabra
"media*"

Sin embargo, es facil comprender que la velocidad media sera
una caracteristica bastante precisa del movimiento si la duracion
del intervalo de tiempo es extremadamente pequeiia. Por eso,
para obtener la caracteristica 1deal y precisa es necesario yue el
tiempo At tienda a cero, es decir, fijando el inicio 1, del inter-
valo de tiempo, hacer que /, tienda a t,. En este caso la velo-
cidad media v, tendera, hablando en términos generales, hacia
cierto limite v:

Ar

V= i’rTa‘l His =£?o_§' ©)

En cierto grado esto se muestra en la fig. 30

El vector v se llama velocidad {instantanea) del movimiento en
el momento t. Su direccion es el limite para las direcciones de
vectores de las velocidades medias.

Ei vector de la velocidad media durante el intervalo [tq, t,]
se halla sobre la secante MyM,. Si t, tiende a r,, entonces el
punto M, tiende al punio M, moviéndose por la trayectoria.
Al mismo tiempo, al girar la secante M M,, tiende hacia cierta
posicion limite M, 7. La recta limite para la secante MoM, se llama
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tangente a la trayectoria en el punto My ', El vector de la velocidad
en el momento 1, se halla sobre la tangente a la trayectoria
en ¢l punto M,.

Las palabras “tiende”, “limite* y "posicion limite” pueden con-
fundir al lector que no estd suficientemente preparado. Ademuds,

FIG. 30

usamos estas palabras en la aplicacion a los vectores variables
{e incluso a las rectas variables) y no sélo a fos mimeros. En la
aplicacion a los mimeros vanables ¢} lector tiene gue conocer ci
sentido de estas palabras desde el curso escolar de matematicas
en que se exponen los elementos de la teoria de los limites.
Pero necesitamos una teoria mas general que expongamos ahora en
breves palabras.

Ne 3. Sea p(s) la funcién del argumento numérco § que toma
valores numeéricos 2’. Recordamos al lector cl sentido preciso de la
igualdad

limp(s) = 0 (6)

U S¢ recomicnda al lector comparar csta definicion
general de fa 1angente con la definicion corriente “escolar” de Ja tangente
hacia la circunferencia.

2 Tales funciones se llaman escalares en contraposicion
a las pectoriales.
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v de la frase correspondiente: “la funcién p (5) tiende a cero,
si s también tiende a cero*. Ellas significan que cualquiera que
fuera pequefio el mimero € > 0, siempre se encontrard un mimero
tan pequerio 8 > 0 que la desigualdad

lpts) < &

se cumplird para todos los |s| <.

Supongamos ahora que a(s) es la funcion vectorial del ar-
gumento s, El vector b se llama limite a(s), cuando s tiende a cero
(la anotacién: b = lirré{a(s)], si la funcién escalar

5

p(s) = a(s) — b]

tiende a cero en presencia de s que tiende a cero.

Los teoremas principales de la teoria de los limites para las
funciones vectoriales son andlogos a los teoremas para las funciones
escalares que ¢l lector conoce.

Teorema 1. Una misma funcion no puede tener los limites
diferentes .

Demostracion. Sea

b, =Iin}'a{s) y by =lirr0ia(s}.

Es evidente que

b, — b, = [b, — a(s)] + [a(s) - by].
De aqui, segun la desigualdad del tridngulo,

by = by| < [by — als)} + |ats) - by.

Puesto que ambos sumandos en ¢l segundo miembro de la iltima
designaldad tienden & cero, cuando s—0, y el primer miembro
de la desigualdad no depende de s, resulta que ésta no puede
ser positiva:

b, —b;| <0.

Pero tampoco puede ser negativa {la longitud del vector siempre
es no negativa), Por consiguiente,

Ib, —b,| = 0.

Esto significa que b; — b; =0, es decir, by =b,.

' Pero puede ser que no tenga ninguno: el limite
puede no existir, mas si éste existe, entonces es 1inico.
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i = ]' = b
hm ﬂl{s) bl’ im 31(3']' 23

entonces
“_%1 (ay(s) + ax(s)) = by +b,

("el limite de la suma es igual a la suma de los limites™).
Teorema 3. Si

ll‘I_I.Ig as)=b
s entonces en presencia de cualquier nimero fijo A serd
lim Aa(s) = Ab
(el limite del producto por un mimero es igual al producto del
limite por este mimero®).
Dejamos al cuidado del lector efectuar la demostracién de los

teoremas 2 y 3,
Teorema 4. Si

Ifﬂ; 3(9} = h.

entonces para cualquier dngulo fijo « serd
lina U,a(s) = U,b.
Demosiracion. Tenemos (véase § 1, formula (20)):
|U,als) = Ub| = |U.fals) — b)| = |a(s) - b|.
Puesto que, segin la condicion

lim |ats) ~ b| = 0,

entonces también
lim |U.a(s) — Ub| =0,

"' Al demostrar el teoréma 2 es conveniente usar la
desigualdad del triangulo.
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es decir,
lim U, al(s) = U b.
=i}

Ne 4. Ahora estamos va en la condicién de exponer, en la
forma que necesitamos, la teoria de las velocidades.

La velocidad de un punto se determina mediante la igual-
dad ()"

Desde el punto de vista fisico es evidente ¢l teorema siguiente.

Tearema 5. La velocidad de un punto inmovil durante todo el
tiempo® es igual a cero.

Demostracion, En realidad, si el punio es inmévil, entonces
para cualquier intervabo de tiempe el vector de su desplazamiento

2 . o Ar
es igual a cero, es decir, Ar = 0.Por consiguiente, v, 4 = = =0

Pero en este caso también v = lin-:)vm“ =0 en cada momento de
A=

tiempo.

Formulemos el teorema inverso,

Teorema 5, Si la velocidud de un pumo duranre todo el tiempo
len transcurso del cual se examina el movimiento de este punto)
es igual a cero, entonces el punto permanece inmovil.

A pesar de toda su evidencia desde el punio de vista de la
fisica, este teorema no resulta tan simple como desde el punto de
vistda matemdtico. Para no apartarnos demasiado, omitimos su
demostracién.

Los teoremas 5 y 5 hablan de que Ja igualdad

I = const

es equivalente a la igualdad v = 0.
Teorema 6. Sean vy = r{1), 1, =1,(1), r =1(t) los radios vectores
de los puntos M, My M respectivamente, Si los puntos se mueven

'El lector que conoce la diferenciacidon puede decir:
“la velecidud de un punto es la derivada de su radio veclor en el
tempo”. La diferenciacion es una de las operaciones mas importantes en
las matenwticas. Una formulacion de diferenciicion accesible para el alumno
la contiene ¢l follcto de V G. Boltianski" ;/Qué es la diferenciacién™
Ed. Gostejizdar, 955 ed. en ruso.

' Se entiende que duranté el tiempo en gue este punto
permance mmoev|.
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de tal modo que durante todo el tiempo
r= I'] - rz,

entonces sus velocidades estdn ligados mediunte la correlacion andloga:
Y=V +¥, (7)

Demostracion. El vector de desplazamiento del punto M duranie
¢l intervalo de tiempo [t, ¢ + Ar] es igual a

Ar =r£(t + Ay — n(r) = [r,(7 + A1) + 6,00 + An] —
- [ry(0) + 12(0)] = [ry(t + A1) — r(0)] +
4 [r5(t + At) — 1,(8)] = Ar,y + Ar,.

De aqui
ﬂl’;

= —= —— b —=

¥ =V + ¥
med At A, At imed 2med

y por ¢l teorema 2

¥= limv,.,= limy + limvypy =
st e ArmsD i med Al 2me

=V + ¥

seglin se queria probar,

El teorema andlogo es justo para la diferencia.

Teorema 6. Si las velocidades de los puntos M, M,, M todo
el tiempo estan relacionadas por la correlacion (7), entonces durante
todo el tiempo

r=r, +1r,+ const (8)

Demostracion. Examinemos el punto auxiliar P cuyo radio
vector todo el tiempo es igual a

OP =r—Ir, +1,). 9

Pero entonces la velocidad del punto P es igual, segin ha sido
demostrado, a ¥ — {¥; -+ v;), €5 decir, es igual a cero. Por consi-
guiente, el punto P es inmovil, es decir, OF = const. De aqui y de
{9) se deduce directamente {8).

De modo andlogo 4 los teoremas 6 y 6' se puede demostrar
(con ayuda de los tearemas 3, 4) los pares siguientes de teoremas.

Teorema 7. Sean vy =rx{t), ry =71,(t) los radios vectores de los
puntos M, v M, respectivamente. Si los puntos se mueven de tal

3-T2
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modo que durante todo el tiempo
r, = Ay,

donde )\ es un numero constante, entonces sus velocidades estan
tigadas por la correlacion andloga

v, = Av,. (10)

Teorema 7. Si las velocidades de los puntos M, M, durante
todo el tiempo estdn ligadas mediante la correlacion (10) entonces
durante tode el tiempo

r, = Ar; -+ const.

Teorema 8. Sean vy = r(t), r; = r,(t) los radios vectores de los
puntos M, y M, respectivamente. Si los puntos se mueven de tal
modo que durante todo el tiempo.

rl - Uurh

donde o es un dnjulo constante, entonces sus velocidades estdn
ligadas mediante la correlacion andloga

v, = Uy, (11)

Teorema 8. Si las velocidades de los puntos M,, M, todo
el tiempo estan ligadas mediante la correlacion (11), entom?es durante
todo el tiempo

= U,y + const.

Nt 5, Sea r=r(t) el radio vector del punto mdvil M. Exami-
nemos e] desplazamiento M M, = Ar del punto durante cierto
intervalo de tiempo [¢, ;] (fig. 31). Tracemos el arco de la
circunferencia cuyo centro estd en el polo O y el radic OM,.
Este intersecard el rayo OM,; en el punto M* Es evidente que

Ar = MM, = MoM* + M*M,. (12)

El desplazamicnto MoM* no varia la distancia del punto movil
M a partir del polo O y estd ligado solamente con la rotacion
del rayo OM. El desplazamiento M¥M), estd ligado solamente con
fa variacién de la distancia del punto M a partir del polo.

Al dividir ambos miembros de la igualdad (12) entre At =

=ty —ty y pasando al limite, cuando Ar— 0, obtenemos:
g MM*® . M*M,
= i 3
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El primero de los limites que figura en el segundo miembro de
la igualdad (13) se llama velocidad transversal del punto M y
se designa v,, el segundo se llama velocidad radial del punto M
y se designa v,

FIG. 31 FIG. 32

De este modo
Y=V, 47, (14)

La formula (14) da la descomposicion del vector de velocidad
en las componentes radial y transversal (fig. 32}. Estas componenies
son mutuamente perpendiculares.

Velocidad radial es la velocidad de variacidn de la distancia
del punto M a partir del polo O, es decir, la velocidad de variacion
de la longitud del radio vector OM. La velocidad estd dirigida
a lo largo de este vector si OM crece, y cn dircccion contraria,
si OM decrece.

Designemos la proyeccion del vector de velocidad del punto M
sobre el eje, definida por el vector OM, mediante v, Es evidente que

Vo=t |"n|*

donde el signc mds se toma en case de crecimiento de OM y el
signo menos, en caso de decrecimiento del mismo.

Si el punto M se mueve por la crcunferencia cuyo centro
esta en el polo, entonces su velocidad total ceincide con la trans-

3
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versal:
Y=y, v, = (.

Pero si el punto se mueve por el rayo que parte del polo,
entonces su velocidad towal coincide con la radial:

v=v, v, =0

Ne 6. Examinemos la rotacion del rayo OM alrededor de su
punto inicial O. Supongamos que durante el intervalo de tiempo
[1, 1 + Af] el rayo gird en un dngulo™ Ag. La relacion

A

Ded: == =

At

se llama pelocidud angular media de) rayo durante el intervalo
de tiempo [1, ¢ + At]. El limite de la velocidad angular media @peg-
cuando At -0, se llama velocidad angular (instantdnea) del rayo
y se designa simplemente con w:

3 . A
® = limw,y = lim v
Ar—=0 med a0 Al

La velocidad angular no es un vector, sino un mimero*'.
Es positiva si el rayo gira en direccion positiva, y negativa si
el rayo gira en direccion negativa,

Para las velocidades angulares son vilidos los teoremas si-
guientes, analogos a los teoremas sobre las velocidades de los puntos.

Teorema 9. La velocidad angular del rayo todo el tiempo es
igual a cero si, v solo si el ravo todo el tiempo permanece
inmovil.

Teorema 10. Las velocidades angulares de dos rayos® OM y
0,M rtodo el tiempo son iguales si, y solo si el dngulo entre los
rayos permanece consrante.

"' Esie dngulo puede tener cuabquier signo.

2 para los movimientos nc coplanares la velocidad
angular s¢ introduce mas complicadamente y alli resuita ser una magnitud
vectorial,

3 .0,. 0, son 108 puntos inmoviles cualesquiera (pueden
ser también coincidentes).
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§ 3
METODOQ CINEMATICO
EN LOS PROBLEMAS DE GEOMETRIA

Ahora podemos empezar, estando fuertes en conocimientos,
a resolver los problemas de geometria. Ante todo recomendemos
analizar otra vez la solucién cinematica del “problema del buscador
de tesoro” dada en la introduccién. A la par con esto es necesario
observar como se usa el material de los §§ 1 y 2, con Ja fina-
lidad de prepararse mejor para resolver los problemas siguientes.

Problema 1. En los lados de un tridngulo arbitrario ABC por
fuera de éste estdn construidos los tridngulos equifd'terosz ABC’j
BCA" y ACB' (fig. 33) Demostrar que los centros ¢, O° v O
de estos tridngulos son los mismos vertices del tridngulo equildtero.

&

Resolucicn. Fijemos los vértices 4 y B del tridngulo ABC
y movamos e} vértice C. Sea v su velocidad. En este caso oi
tridngulo ABC’' permanecera invariable y los vértices A" y B’ de los

' Este problema, al igual que la mayoria de los pro-
blemas aducidos abajo, esta tomado desde la serie de libros “Biblioteca
del circulo matematico™ de 1. M. Yaglém y otros. Algunos problemas se
tomaron del libro de Zh. Adamar "Geometria elemental“, t. 1, Ed. Uchped-
guiz, 1948, ed, en ruso.
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triangulos equilateros A'BC y AB'C se _moverdn de un modo
determunado. Lxaminemos los vectores AC ¥y AD,. Es evidente
quc

A0, =S ae;

el
Ademds, el angulo entre los vectores AC 3 AQ, es igual a %.

Por eso s .giramos el vector AC en el angulo g— {de modo

que con csto su longitud no varie) y multiplicamos el vector ob-

tenido por L catonces obtendremos €l vector AQ;. Esto se
. 3

puede escribir del modo siguiente:

Segin el teorema 8

(v, es la velocidad del punto O,).
‘De modo andlogo

[, o
v, =—U ¥
0y l/a _E C
De aqui
Vo= V§ Un"’o,
Por consigeiente,
‘.0, s _!: L:!'VS U!"OJ = Uﬂ(jx VO: = U‘VDI' (I}
13 s & 6 6 3 2

Tomemos ahora el punto inmévil O, por el polo. Entonces de
la igualdad {1}, segun el teorema &', resulta

0,0, = U005 +R,

j
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donde el vector R = const, es decir, R no depende de la posi-
cién del punto movil C. El vector R no se conoce, pero se puede
encontrar al elegir cuaiquiera de las posiciones del punto C que
brevemente llamaremos en ulterior como posicion determinante.
Si resulta que en la posicién determinante del punto C el vector R
es igual a cero, entonces, siendo constante, siempre sera igual a
cero, es decir, siempre

00, = U, 00; @
3

Pero esto precisamente significa que el tridngulo 0,0,0, siempre
es equildtero!

En realidad, en (2) se dice que el segmento (0,0, se obtiene detl
14

segmento O;0;, girande en un dnguio 3

FIG. 34

Nos queda hallar la posicion determinante convenicnte del
punto C. Es oportuno elegirla de tal modo que toda la confi-
guracién sea lo mas sencilla posible. En el problema dado la
configuracion tendrd un aspecto muy simple (fig. 34) si el punto C
ocupa tal posicién en la que el tridngulo ABC e¢s equildtero.
Aqui tiene lugar la simetria: la configuracion coincide con si misma

al girar el tridngulo ABC alrededor dei centro en un angulo %n.
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Por eso el triangulo 0,0,0; resuita equildtero y, por consiguiente,
‘0_1-0_3 = U50|03.
3
es decir, en esta posicion realmente R = 0.

Ejercicios. 1. Demostrar que la afirmacion del problema 1 es valida,
si fos; tridngulos ABC', BCA'. ACB' son sustituidos por los tridngulos

FIG. 35 FIG. 36

ABC", BCA”, ACB", simétricos a aquellos con respecto a los lados del
tridngulo ABC f{fig. 35).

2. En los lados de un tridngule arbitrario ABC estan construidos los
triangulos equiliteros BCA'. ACB, ABC de tal modo que los vértices

A"y A, B' y B estan sitvados respectivamente por los diferentes lados de
BC y AC, mientras que C' y C se hallan por ¢l lado de 4B (fig. 36).
Demostrar que si el punto M es el centro del tridnguio ABC, entonces
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el tridngulo A'MB' es isosceles ¥ el angulo en su vértice M e

iualagn
g 3"

3. Sobre los lados de un triangule arbitrario ABC ¥ fuera del misino
estdn construidos los tridngulos isosceles BCA', ACB' ¥ ABC con los angu-
los en los vértices A", B’ y ' respectivamente guales a 2. B y y (fig. 37
Demostrar que si

a+f4+y=2n

Y

entonces los angulos del triangulo A'8°C” son iguales a -, =, > es decir,

LS IR
=

no dependen de la forma del triangulo 4BC, Un caso particular de esta
afirmacién se conoce como "el problema de Napoleon” {véase la revista
“Kvant* {"Cuanto”) 1972, Ne 6, pag. 29, e¢d en ruso).

Problema 2. Sea dado un cuadrangulo ABCD. Por fuera de sus
lados estdn construidos los triangulos rectangulos 1sosceles ABM,

BCP. CDQ y DAS (fig. 38). Demostrar que los seqmentos MQ y SP
son iguales y perpendiculares.

Resolucion. Fijemos los vértices 4, By D y comencemos a mover
el vertice C. Puesto que

BP=-' u_Bc
Vi
resulta que
Y= = U v

B e
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De modo analogo

1 ..
vo=—0U ¥
5 C
Al pasar de la correlacien entre las velocidades a la correlacidn
entre los radios vectores obtenemos:

3P = U!‘Sﬁ 4+ const

Puesto que SO = SM + MQ y SM = const, entonces
SP=U_MQ+R,

donde R = const,

Elijamos la posicion delerminante del vertice €. Por ejemplo.
hagamos que coincida con el vértice 4 Después de esto ¢l cua-
dranguto ABCD s¢ transformara en dos pares de segmentos concu-
rrentes AB = CB v AD = CD (lig. 39}, Los tridngulos ABM y CBP
forman un cuadrado construido sobre 4B como en diagonal
De modo andloge los triangulos 4DS y €DQ formun el cuadrado
con diagonal AD. De aqui se deduce que mediante la rotacion en

FIG. 3%

f el wiangulo ASP cotncide con el triangulo AQM (en este caso

el punte S comncide con el punto @ v €} punto P con el punto M).
Par esr para L situacion examinada del punto ¢

SP=U_MO.
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De este modo aqui. y esto significa que siempre,
R =0,

es decir, siempre

3P = U MO.

(]

Pero esta igualdad dice de que el segmento SP siempre sc obtiene
del segmento MQ mediante el giro en angulo recto Por consiguiente.

SP=MQ. SP_ MQ
Problema 3. En los lados de un paralelograme arbitraric ABCD

por fuera de éste, estdn construidos cuudrados. Demostrar que sus
centros M, P, Q v § son los mismos vértices del cuadrado (fig. 40).

§
A
.// \\
y e
-~
M<\ 2 \
hY
8/ >a
AT
\ M
\V//
P
FIG. 40

Resolucion. Fiyemos los puntos A ¥ D v empecemos a mover
el segmento BC paralelamentc a si mismo En este caso los puntos
By C sc desplazaran con una misma veloaidad. Fsta misma velo-
cidad tendri también el punto @ que es el centro del cuadrado ™

construido sobre el segmento BC.

! Tode ef cuadrado se movera, como se dice. en forma
de traslacion,
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Calculemos {a velocidad del punto S que es el centro del
cuadrado construido sobre ¢l segmento CD. Puesto que

DS =—-U BT,
) pl

entonces
1
¥.o=—-U v
A : ¢
12 4
De modo analogo
I ==
\f'. - —? U 3 ‘\‘ 8
l.-‘ & 4
Puesto que
V=V, =V,
entonces

Por consiguiente,
MS=-LU MQ+R, MP=-LU MQ+R,
12 4 12 g
donde
R; = const, R, =const.

En calidad de determinante tomemos aquella posicion dei seg-
mento BC en la que el cuadringulo ABCD es un cuadrado. En-
tonces resvltara que

R;“o« R2=0

De este modo, ya no solamenie en esta posicion, sino también
siempre

$=—\ v MO, W=_f§.u Mo,

y estas igualdades significan que el cuadringulo MPQS es un
cuadrado.

Ejercicios 4. Demostrar que lz afirmacion del problema 3 se conmser-
vari si todos los cuadrados se sustituyen por los simétricos a ésios con
respecto a los lados del paralelogramo ABCD.
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5, Se da el cuadrangulo ABCD Pemosirar que s1 los vertices Py S
de los triangulos rectdngulos isdsceles ABP y CDS coeinciden entre si.
entonces coincidirdn también los vértices ¢ y T de los tridngulos rectan-
gulos isosceles BCQ y DAT (fig. 41). Todos los triangulos se construyen
dentro del cuadrangulo ABCD.

6. Se da el cuadringulo ABCD. Sobre los lados BC y DA por fuera
y en los lados AB y CD por dentro del cuadrangulo estan construidos
los tridngulos rectangulos isdsceles ABP. BCQ, CDS, DAT (fg 42}
Demostrar que si los vériices P y S coinciden, el segmento (7T pasa por
ellos, siendo dividido ¢n dos partes 1guales,

FIG. 42

7. Demostrar que en el problema | los segmentos 44", BB y CC
son iguales y, al intersecarse en un punto. forman dngulos iguales a
2

= I
3
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Problema 4. Se dan cuatro rectas a, b ¢ v d, que se intersecan
por pares en seis puntos A, B, C, D, E y F (fig. 43). Demostrar
que los centros M, P y @ de los segmentos AC, BE y DF se
encuentran sobre una recta.

FIG. 43

Resolucion. Fijemos las rectas b, ¢, d ¥y empecemnes a desplazar
la recta a paralelamente 2 si misma, En este caso los puntos
B, C y D se moverdn segin las rectas b. ¢ ¥ 4. Sus velocidades
los designaremos vg, v ¥ vp

Sea o la posicion desplazada de la recta a y B, C' y I
las posiciones desplazadas de los puntos B. C v D (fig. 44l
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se hallan respectivamente sobre las rectas paralelas a v «'. Por
consiguiente, s1 hacemos coincidir los origenes de estos vectores,
entonces sus extremos se hailaran en upa recta paralela a o
Los vectores BB'. CC' y DD’ son proporcionales a las velocidades
Vs, ¥c ¥ ¥p de los puntos B, C y D. Por eso, si los vectores
Vg Yo ¥ ¥p se trazan a partir de aerto punto O, entonces sus
extremos B,, C; v D, se hallardn sobre una recta (paralela a la
recta a). De aqui se deduce segun ef teorema del § | Ne 7, que existen
tales numeros constantes m v n para los cuales

— mve + nvg 3

m+n

El punto M (véase fig. 43) es la mitad del segmento AC, es decir,

AM = % AC. Puesto que ef punto 4 es inmovil, de aqui s¢ deduce que
{ .
Vo = =V, 4
u = 5v {
De modo andlogo obtenemos las 1gualdades
1 i

Yo = 5&'9, Yp = E&'B. (51
En virtud de (31— (5
MY, + HYg
m4n

Tomemos ahora el punto inmévil E por un polo, Entonces,
en forma sucesiva, aphcando los teoremas 6 y 7 tendremos:

P — mEM + nEQ
' m+n

+ R, R = const {6}

Supongamos que la recta g en la posicion determinante pasy a
través del punto'E (fig. 45). En esta posion los puntes D y
coinciden con el punte E. Los puntos M, O v P resultan ser las
mitades de los segmentos AR, FE y BE. Puesto que los puntos
A, F y B se halian sobre una recta, resulta que ios puntos M, @
y P también se encontrardn en una recta {paralela a b), Los tridn-
gulos PEQ y B;C,0 son semejantes {los lados de uno son paralelos
a los lados del otro: PE'a|B,C\: PQ10I0OB,; EQfcjOC)
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De modo analogo son semejantes los triangulos PEM v 8,D,0.
De la similitud de los tridngulos se deduce que

BD, _PE CB, _ PE

0B, _ MP' OB, PQ’

De aqui que

MP _ C(B,
PO " B,D, "

es dear, los puntos P y B, dividen los segmentos MQ y C,D,
respectivamente en una misma relacion. Pero para el punto B,

FIG. 45

esta relacion es rpual a m:n Por consiguitente, también para

¢l punto P sera igual a m:n, de donde

mEM + nEQ
m+n

LP = {7}

Al comparar las iguatdades t6) v (7) vemos que en la posicidén
determinante R = 0. Pero pucsio que R = const, eéntonces siempre
R = @ Esto sigmifica que siempre tiene lugar la igualdad (7) y los
punlos M, P, @ siempre s¢ hallan sobre una recta.

Ejercicio 8. Demwstrar que los puntos de interseccion de los vértices de
cudtro triangulos BCD. ABE, DEF ¥ ACF formados por cuatro rectas
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a, b, ¢ y d. que se inlersecan por pares, S¢ CNCUENIran en una recta
{fig. 46).

Problema 5. Supongumos que el punto P se encuentra sobre la
circunferencia K descrita alrededor del tridngulo ABC, y que P,
P,, Py son lus provecciones del punto P sobre los lados del A ABC

(fig. 47). Demostrar que los puntos P,, P,, Py se hallan sobre una
recta (llamada recta de Simpson, la cual corresponde af punto P y af
tricinguto ABC),

4-712
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Resolucion. Hagamos girar los lados AC y BC alrededor de
los puntos 4 y B con una misma vefocidad angular . En este caso
el punto C se desplaza por la circunferencia’ K. Puesto que
los dngulos PP\A y PP,A son rectos, resulta que ¢l punto P,
se mueve por la circunferencia K, que pasa por los puntos inméviles
A, P y P,. En este caso el rayo PP,, siendo todo el tiempo
perpendicular al rayo AC, gira alrededor del punto P con la misma
velocidad angular (segin el teorema 10 § 2). Puesto que los rayos
PP, y P,P, giran de tal modo que el punto P, de su intersec-
cién se mueve por la circunferencia X, entonces el dngulo formado

P16, 5)

FIG, 48

por ellos es constante. Por consiguiente, segin el teorema 10 sus
velocidades angulares son iguales. Por eso la velocidad angular
def rayo P, P, es igual a . De modo andlogo w es la velocidad
angular del rayo P,P;.

De esta forma los rayos PP, y PP, giran con una misma
velocidad angular. Por eso el 4ngulo formado por ellos es constanie.
Para detectar que el angulo es igual a cero (y con eso concluye la
demostracion) examinemos la posicién en que ef punto C coincide con
el punto P (fig. 48). En esta posicién P, coincide con P (y con
Py C) y el dngulo examinado es igual a cero. Esto significa
que éste siempre es igual a cero.

" En reatidad, puesto que las velocidades angulares de
los rayos AC y BC son iguales entre si, entonces, segin ¢l teorema 10,
el dngulo ACB permanece todo el tiempo constante y. por consiguiente,
el punto C se mueve por el arco de la circunferencia K.
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Ejercicios. 9. Supongamos que fos puntos P y @ se encuentran sobre
la circunferencia K descrita alrededor del tridngulo ABC. Demostrar que
el punto de interseccién de las rectas correspondientes de Simpson p y ¢

{fig. 49) describe ia circunferencia K’ durante el movimiento del punto €
por la circunferencia K (los puntos A, B. P y @ se consideran inmd-
viles).

10. Supongamos que ¢l punto P se encuentra sobre la circunferencia K
descrita alrededor del tridngulo ABC y que P, P;. P, son los puntos si-

f
s
!
P ot

N2/

FiG. 50

A

métricos con el punto P respecto a los lados del tridngulo 4BC. Demostrar
que los puntos P, P, y P; estin sobre la recta que pasa por el punto
de interseccion de las ahuras del triangulo ABC f{fig. 50}

4



52

Problema 6. Demostrar que las cuairo circunferencias K,, K.
K3 y K, descritas alrededor de cuatro tridngulos ABD, BFC, CED
y AFE, formados por las cuatro rectas a, b, ¢ y d, que se intersecan
por pares v pasan por un punto (fig. 51).

Resolucian. Puesto que las circunferencias K, y K, tienen un punto
comin B, resulta quc tienen ademas un punto comin . Designé-
moslo por M. Demostremos que M pertenece también a K, v K.

Fijemos los puntos B, C y D y empecemos a girar alrededor de
estos las rectas b, ¢ y d con una misma velocidad angular .
Puesto que el angulo BAD en esta operacidn permanece constante
(véase el teorema 10 § 2), resulta que ¢l punto 4 de interseccion
de las rectas b y d se desplazard por la circunferencia K ,. De modo
andlogo punto F de interseccion de las rectas b y ¢ se moverd
por la circunferencia K, y el punto E de interseccion de las rectas
¢ v d, por la circunferencia K.

En cierto momento de tiempo el punto 4 coincidird con el punto
M (véase fig, 52, o) y. por consiguiente, por M pasarin ias rectas
by d. Puesto que M perienece también a K, y la recta b se
interseca en K, con la recta ¢, resulta que en este momento por
el punto M pasaran las tres rectas b, ¢ v 4. Pero el punto de

" 8i el punto B fuera el punto de tangencia de las
circunferencias K, y K, entonces los tridngulos ABD y BFC serian seme-
Jantes. Er este case las rectus 4D y FC han de ser paralelus. lo que
contradice la condicion.
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interseccion de las rectas ¢ y d pertenece a la circunferencia K.
De aqui se deduce que la circunferencia K; pasa por la recta M.
Para demostrar que por el punto M pasa también la circunfe-
rencia K, fijemos los puntos B, A y F y empecemos a girar
airededor de éstos las rectas @, d y ¢ con una misma velocidad
angular (fig. 52, b). De manera andloga a lo anterior demostremos
que en cierto momento las tres rectas a, d y ¢ pasardn por el
punto M. Esto significa que por ¢l punto M pasa también la
circunferencia K, en la que se intersecan las rectas ¢ y i

FI1G. 52

Ejercicios. 11. Sobre el lado AB del tridngulo ABC se loma un punlo
arbitrario M. Demostrar que los centros O, O, y 0, de las circunle-
rencias descritas alrededor de los tridngulos 4BC, AMC y BMC se encuentran
sobre la circunferencia que pasa por el punto C (fig. 53).



54

12. Teorema de Steiner. Demostrar que los centros de las circunferen-
cias K, Kz, K; y K4 (véanse la condicion del problema 6) se encuentran
sobre una circunferencia. Esta circunferencia pasa también por el punto
de interseccion de las circunferencias K, K;, Ky y K, {fig. 54),

Problema 7. Sean dadas dos cicunferencias K, v K, (fig. 55)
que Se intersecan en los puntos A y B, El punto M que se mueve por
la circunferencia K, estd unido con los puntos A y B. Supongumos
que N y P son los puntos de interseccion de las rectas MA y MB

con la circunferencia K,. Demostrar que el cemro O de la cir-
cunferencia K descrita alrededor del triangulo MNP, describe la cir-
cinferencia.
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Resolucion, Durante el movimiento del punto M por la arcunfe-
rencia K, los rayos AN y BP giran alrededor de los puntos A y B
con una misma velocidad angular w. Las velocidades angulares de
los radios O,;N y O,P trazados desde el centro 0, de la circun-
ferencia K, a los puntos N y P son iguales’ a 2w. De aqui
se deduce que el angulo PO,N es constante y el tridngulo PO,N
se mueve, permaneciendo invariable. Puesto que ia longitud de la
cuerda PN y el dngulo PMN son constantes, la circunferencia K
descrita alrededor del triangulo MNP se mueve, permaneciendo
invariable. Junto con su centro O y la cuerda PN se mueve,
también el tridngulo PON permaneciendo invariable. De aqui se
deduce que también se mueve, permaneciendo invariable, el tridnguio
0,0N. Puesto que su vértice 0, esta inmovil, resulta que el punto O
describe la circunferencia.

FI1G. 56

Demostremos que el radio de esta circunferencia es igual al
radio de la circunferecnia K,. Para esto hagamos coincidir el punto
M con el punto B {fig. 56). En este caso la secante MBP se
transformara en la tangente a la circunferencia K, en el punto B
(véase Ne 2, § 2). La cuerda MA coincidird con la cuerda AB
y ¢l punto N coincidira con el punto B. El tridngulc MNP
"se degenerard” en el segmento BP (dos veces cubierto). El centro O

" En realidad, supongamos que durante el intervalo de
tiempo [7. 1 + Ar} el rayo AN gira en cierto angulo NAN'. Durante este
mismo imervalo de tiempo el radio O,N girara en el angulo NO,N
que siendo central, es igual al dngulo duplicado inscrito NAN'. Puesto que
la correlacion < NO,N' =2 2 NAN' tiene lugas para cualquier Ar, resulta
que la velocidad angular del radio O.N es igual a la velocidad angular
duplicada del rayo AN.



56

de la circunferencia descrita alrededor de aquél, se halla en el
punto de interseccion de la perpendicular que pasa por el centro
de la cuerda BP y la perpendicular trazada por el punto BY
de la cuerda AB. De aqui se deduce que el cuadrdngulo 0,0,0B
es ¢ paralelogramo y 0,0 =R,

De tal modo el punto O describe la circunferencia con el centro
en el punto O, y el radio R,

Ejercicios. 13, Demostrar que el lado PN del tridngulo MNP {véase
la condicion del problema 7) toca cierta circunferencia fija.

14. Demostrar que el punto de interseccion de las alturas del tridn-
gulo MNP construido en ei problema 7, describe una circunferencia durante
el movimiento del punto M.

En conclusion examinemos algunas propiedades de la elipse,
la hiperbola y la pardbola. Las definiciones de estas curvas se
daran mds abajo.

FIG. 57

Llamase efipse la curva formada por todos los puntos cuya
suma de las distancias a dos puntos dados F, y F, es igual
a un valor constante prefijado (fig. 57). Los puntos F, y F, se
llaman focos de la elipse.

" El lado MN del tridngulo MNP se degenero en el
punto, pero fa direccién de este lado degenerado se determina durante €]
paso al limite y coincide con la direccion de la cuerda AB.
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Problema 8. Demostrar que la tangente a la elipse forma dngulos
iguales con los radios vectores que parten de los focos al punto
de tangencia y viceversa, si la tangente a la curva forma en cada
punto angulos iguales con los radios vectores que parten de dos puntos
fijos Fy y Fy al punto de tangencia, entonces esta curvu es elipse
con focos en los puntos F| y F, (o el arco de la elipse indicada).

Resolucion. Supongamos que el punio M se mueve por la elipse
con la velocidad v. Las proyecciones del vector v sobre los radios

FIG. 58

vectores V' r, = F. M v r, = F, M (fig. S8%) son respectivamente
iguales a

& =Pr,V= —1Cos®, 0;=pr v=rcosf, (8)
donde o y B son los dngulos formados por 1y, r, v la tangente,

Puesto que, segin la definicion de la elipse [r,| + r2|=const,
entonces %’

vy Frp =40

Y Es decir, sobre los ejes dirigidos a lo largo de eslos
vectores

' Puesto que suma r,| + |r,i es un valor constante.
resulta que los incrementos de las longitudes de vectores r, y r, son
iguales por su valor absoluto y tiencn signos opuesios. Por consiguiente,
también las velocidades de variacién de las longitudes de vectores ry ¥ r,
son iguales por su valor absoluto y rienen signos opuestos. Segin Ne § § 2
estas velocidades son precisamente r; ¥ u,.
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Al introducir aqui las expresiones para v, y v, desde (8) obte-
nemos
vreosa = ucosff =0,

cos o = cos i,

de donde o = B, puesto que o y P son los dngulos agudos.

Al contrario, supongamos que la tangente a la curva L forma
dngulos iguales con los radios vectores que llegan al punto de
tangencia a partir de los puntos fijos F, y F,. Al proyectar la

FIG. 59

velocidad v del punto que se mueve por la curva L sobre los
radios vectores ry y 1, de este punto obtenemos;

Uy = PILLY = —0COSA I3 =PI, ¥ = COSAL,

donde =z es el angulo formado por la tangente y los radios
vectores. Sumando estas igualdades obtenemos:

'y + (‘2 = 0,

de donde se deduce gue la suma de longitudes de los radios
vectores ¥y y ¥y ¢s5 un valor constante, es decir, la curva L es una
¢lipse.

Lldmase hiperbola la curva formada por todos los puntos cuya
dilerencia de distancias de los mismos a dos puntos dados F, y F,.
llamados focos, es un valor constante {fig. 59).
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Ejercicio 15. Demostrar que la tangenle a la hiperbola es la bisectniz
del anpulo formado por los radios vectores trazados desde los focos ul
punto de tangencia {fig. 60).

FIG. 60

Por el contrario, si la langente @ la curva en cada punto es bisecinz
del angulo formado por los radios vectores que parten de dos puntos
fjos F; v F; al punto de tangencia. entonces la curva L cs una huperbola
con los focos en los puntos F; v F, (0 et arco de csta tuperbola).

FIG. 61

Lldmase pardbola la curva formada por todos los puntos cuyas
distancias a un punto dado F, denominade foco. v la recta dada o,
denominada la direciriz. son iguales entre s ifig 614



60

Ejercicio 16, Demostrar que la tangente a la pardbola es la bisectriz
del angule formado por el radio vector trazado desde el foco F al punto
de tangencia v la perpendicular bajada del punto de tangencia a la directriz
d (fig. 62).

FIG. 62

Y viceversa, supongamos que la tangente a la curva en cada punto
es la bisectriz del dngulo formado por el radio vector que parte del punto
fije F al punto de tangencia, y la perpendicular bajada desde el punto de
tangencia a la recta fija J Entonces esta curva es una pardbola con el
foco F y la directriz paralela a ¢ (o ¢l arco de esta parabola).

En calidad de los ejercicios adicionales recomendemos a tos
lectores resolver, aplicando el método cinemitico, los problemas
siguientes de la revista “"Kvant* ("Cuanto“) que se edita en ruso:
1) 1970, Ne 4, pag. 27, problema MI18 (a); 2} 1971, Ne 4, pag. 33,
problema M79: 3) 1973, Ne 4, pag. 43, problema M198; 4) 1974,
Ne |1, pag. 40, problema M291; 5) 1974, Ne 12, pdg. 44, problema
M297.



INDICACIONES PARA LOS EJERCICIOS

1. La resolucién es andloga a la del problema 1. Es necesario se-
fialar que ahora para el tridngulo equilitero ABC los puntos Oy, 0; ¥ O,
coincidirdn (el tridngulo 0;0,0; "s¢ degenerara™ en punto), y los vectores
0,0, ¥ 0,04 se reducirdn a cero. Con esto de la jgualdad

0,0,=U_0,0; +R
1

resultard que R=10.

2. Fijar los puntos A, B y mover el punto C. Observar en este caso
las velocidades de los puntos A" ¥ B'. En la posicidn determinante hacer
coincidir el punto C con el punto C'.

3. La resolucion es andloga a la del problema 1. En la posicion
determinante hacer coincidir ¢l punto C con uno de los puntos 4 o B

4, La resolucion es andloga a la del problema 3,

S. Fijar los puntos 4 y B y mover los puntos C y D. En este caso
el movimiento de los puntos C y D ha de estar concordado de tal modo
que el tridngulo CSD con el vértice inmévil § permanezca el tridngulo
isosceles. Demostrar que vp =vr

6. De modo analogo al ejercicio anterior demostrar que vp = —V¥p

7. De modo andlogo al problema | demostrar que

44 =v [(¢C, BB =UCC.

E
¥

(1)

De aqui es preciso deducir que las rectas AA", BB' y CC' se intersecan por
pares en la circunferencia descrita airededor del tridngulo ABC.

8. Fijar las rectas b, ¢ y d y mover la recta a paralelamente a
si misma con una velocidad constante. Luego demostrar que

vo, = Mo, Yo, =W,

donde A = const, p = const, Al examinar dos (!} posiciones determinantes
establecer que las constantes R, y R; son iguales a cero: si a pasa por el
punto A, si a pasa por el punto B. Es necesario aprovechar la circuns-
tancia de que el vector colineal, simultdneamente a dos rectas que se inter-
secan, es igual a cero.

9. Durante ¢l movimiento del punto C la velocidad angular de rota-
cién de las rectas de Simpson p y ¢ es igual a la velocidad angular de
rotacién de los rayos AC y BC.

10. Al usar el resultado del problema 5 demostrar al principio que los
puntos P, P, y Py se encuentran en una recta, Luego, fijando los puntos
A, B y P girar alrededor de los puntos 4 y B las rectas AC y BC
con una misma velocidad angular. Examinar las velocidades angulares de las
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rectas P PPy v PG la posicion determinante s¢ elige de! mismo modo
como en el probiema 35

11, Figar los puntos A y C y girar alrededor de éstos las rectas
AB, CM y CB con una misma velocidad angular. Observar el movimiento
dc los puntos O,. @, y Os. Examinar la posicién en que las rectas AC y
AB comciden.

12. Fijar los pumos B, C ¥ D y giac alrededor de éstos las rectas
BF. CF ¥y D4 con una misma velocidad angular hasta que pasen por el
punto M. Luego unlizn el resultade del ejercicio amterior.

13. Aprovechsr la circunstancia de que la longitud de la cuerda PN
permunece constanie (véase la solucion del problema 7),

14. Previamente demostrar que la distancia del vértice del tridngulo
al punto de interseccion de las alturas es gual a la distancia duplicada
desde el centro de {a arcunferencia descrita alrededor del triingulo hasta el
lado correspondiente. Es facil hacerlo sin Ja cinemdtica. Luego, aprovechar
el hecho de que durante el movimiente de los puntos M, N y P las
tectas O,M vy NP permanecen perpendiculares una a otra y la distancia
desde ¢l punle O hasta la recta NP es constante.

15, La resolucion es andloga a la del problema 8.

16. La resolucion es unaloga a la del problema 8, pero en vez de la
velocidad de variaciin de longitud del segundo radio vector es necesario
exanunar la velocidud de variacion de la distancia entre el punto movil
y la directriz
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V. Uspenski
La méquinsa de Post

El libro narra acerca de una mé- . medida, habra de contribuir a la
quina calculadora abstracta (es de- introduccién de tales conceptos co-
cir, inexistente en ef arsenal de Ia o “algoritmo”, “maquina calcu-
técnica agtual), la llamada mé- ladora universal”, “programacién”
quina de Post. Los cdlculos en es- en la escuela de ensefianza secun-
ta méquina reflejan muchos resgos daria, incluso en sus primeros cut-
esenciales de computo en las calcu- s50s. Hasta los escolares de los pri-
ladoras electrénicas reales. La en- meros grados y los nifios en edad
sefianza de los principios de preescolar pueden efectuar sis tra-
programacion en la miquina de  bajo operaciones en la méquina de
Post y la explicacién de las posibi- Post, segin un programa dado.
lidades de esta méquina, se reali- Este folleto se basa en las confe-
zan en ejemplos ¢lementales que, rencias dictadas por el autor para
pese a la extraordinaria sencillez, los estudiantes de enseflanza media
resultan bastante extensos. y de la Universidad de Mosci.

No es necesario que el lector posea El folleto estd destinado a los estu-
conocimientos de matematicas que dlantes de ensenafiza media y a to-
rebasen el marco de la escuela pri- dos los amantes de las matemati-
maria. El libro ofrecido, en clerta cas,
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